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Résumé

Le carré des oppositions est une structure inventée
du temps d'Aristote, qui met en jeu deux négations in-
volutives en reliant des énoncés quantifiés. Redécouvert
dans la seconde moitié du X X ™€ sigcle pour son interét
dans la modélisation des structures conceptuelles et le
traitement de problémes en logiques paraconsistentes, le
carré des oppositions a été récemment complété en un
cube, ce qui correspond a l'introduction d’une troisieme
négation. Un tel cube se rencontre dans des cadres trés
différents de représentation des connaissances, comme
la logique modale, la théorie des possibilités dans sa ver-
sion tout-ou-rien, |'analyse formelle de concepts, la théo-
rie des ensembles approximatifs, ou I'argumentation abs-
traite. Aprés avoir rappelé ces resultats dans une pers-
pective unifiée, |'article propose une extension graduelle
du cube et montre comment plusieurs formalismes, qua-
litatifs aussi bien que quantitatifs, comme l'intégrale de
Sugeno utilisée en agrégation multi-critéres et en déci-
sion qualitative, ou encore les fonctions de croyance et les
intégrales de Choquet, obéissent a des transformations
qui forment des cubes d'oppositions graduelles. Cette dé-
couverte introduit une nouvelle perspective pour de nom-
breux formalismes de représentation des connaissances,
soulignant leurs traits communs. Le cube des opposi-
tions met en évidence de fructueux parallélismes entre
différents formalismes, ce qui peut conduire a mettre en
lumiére des composants présents dans un formalisme et
encore manquants ou négligés dans un autre.

Abstract

The square of opposition is a structure involving two
involutive negations and relating quantified statements,
invented in Aristotle time. Rediscovered in the second

half of the X X" century, and advocated as being of
interest for understanding conceptual structures and sol-
ving problems in paraconsistent logics, the square of op-
position has been recently completed into a cube, which
corresponds to the introduction of a third negation. Such
a cube can be encountered in very different knowledge
representation formalisms, such as modal logic, possibi-
lity theory in its all-or-nothing version, formal concept
analysis, rough set theory and abstract argumentation.
After restating these results in a unified perspective, the
paper proposes a graded extension of the cube and shows
that several qualitative, as well as quantitative forma-
lisms, such as Sugeno integrals used in multiple criteria
aggregation and qualitative decision theory, or yet belief
functions and Choquet integrals, are amenable to trans-
formations that form graded cubes of opposition. This
discovery leads to a new perspective on many knowledge
representation formalisms, laying their underlying com-
mon features. The cube of opposition exhibits fruitful
parallelisms between different formalisms, which leads
to highlight some missing components present in one
formalism and currently absent from another.

1 Introduction

On peut considérer que la premiere tentative de mo-
délisation du raisonnement humain remonte en Occi-
dent a ’étude des syllogismes, qui débuta dans I’Anti-
quité Grecque, et qui fut poursuivie tout au long des
siecles, jusqu’a Euler [20] qui en donna une représen-
tation diagrammatique, et & Gergonne [23] [21] qui
fut le premier a établir quels syllogismes étaient va-
lides, et lesquels ne 1’étaient pas, et ce sur une base



rigoureuse [26]. C’était donc bien avant les débuts
de Vintelligence artificielle (TA) qu’on s’est intéressé
a la formalisation du raisonnement. En méme temps
que les syllogismes, Aristote et son école introduisit
aussi le carré des oppositions [27], un schéma qui pré-
sente différentes formes d’opposition entre des énon-
cés universellement ou existentiellement quantifiés qui
peuvent apparaitre comme prémisses dans des syllo-
gismes. Les oppositions dans le carré résultent de I'in-
teraction entre une négation “externe” et une négation
“interne”, toutes deux involutives. L’interét pour ce
carré semble disparaitre avec les débuts de la logique
moderne & la fin du XIX®® siecle. Un regain d’in-
terét pour les structures d’opposition voit le jour dans
les années 1950’s quand un logicien francgais, Robert
Blanché [6] découvre que le carré peut étre complété
en un hexagone contenant trois carrés d’opposition,
hexagone qu’on retrouve dans ’organisation de nom-
breuses structures conceptuelles, comme par exemple,
les comparateurs mathématiques, ou les modalités dé-
ontiques [7]. Cet intérét se confirmera plus tard, quand
les structures du carré et de I’hexagone s’avéront utiles
pour résoudre des questions délicates, en particulier en
logique modale paraconsistante [4, 5].

Plus récemment, il a été mis en évidence qu’une
extension cubique particuliere du carré des opposi-
tions, mettant en jeu une troisieme négation, se ren-
contre dans différents formalismes de représentation
des connaissances utilisés en IA, & savoir la logique
modale, la théorie des possibilités dans sa version tout-
ou-rien, l'analyse formelle de concepts, la théorie des
ensembles approximatifs (“rough sets”) et I'argumen-
tation abstraite [15, 2, 9]. Cet état de fait est d’autant
plus remarquable que ces formalismes ont été déve-
loppé indépendamment les uns des autres, et en gé-
néral avec des objectifs tres différents en représenta-
tion des connaissances. Les bénéfices escomptés de la
découverte de telles analogies entre des formalismes
ayant des motivations différentes, sont de deux ordres.
La découverte que cette structure cubique d’opposi-
tion est a I'ceuvre dans un formalisme peut apporter
un autre éclairage sur sa compréhension, et ce qui est
plus important peut conduire & mettre en évidence de
nouveaux éléments, jusqu’alors négligés dans ce forma-
lisme, alors que leur contrepartie dans un autre forma-
lisme est bien connue et joue un réle important.

Le carré et par suite le cube des oppositions sont
des structures ou les sommets sont traditionnellement
associés a des énoncés qui sont vrais ou faux, ou qui
comportent des modalités binaires. Dans la suite on
montre que cela fait sens d’étendre le carré et le cube
a des structures graduelles. On peut alors envisager
d’étudier d’autres formalismes & la lumiere du cube des
oppositions, tels que la théorie des possibilités (gra-
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duelles), les opérations qualitatives d’agrégation multi-
critere, et plus généralement les intégrales de Sugeno,
ou des notions plus quantitatives comme les fonctions
de croyance et l'intégrale de Choquet.

L’article est structuré comme suit. La Section 2 pré-
sente un rappel sur le carré, ’hexagone, et le cube des
oppositions. En Section 3, on propose une lecture tres
simple du cube en termes d’indicateurs ensemblistes,
qui s’avere tres proche de la théorie des possibilités
booléennes, et on montre la complémentarité des dif-
férentes informations apparaissant sur le cube. En Sec-
tion 4, une autre lecture essentielle, en termes de com-
position relationnelle est rappelée, qui explique pour-
quoi la logique modale, I’analyse formelle de concepts,
les “rough sets”, et 'argumentation abstraite ont pour
soubassement la structure du cube des oppositions. La
Section 5 discute comment le cube se généralise natu-
rellement a des structures graduelles. Ceci est exem-
plifié en Section 6 avec I'agrégation multi-critere et les
intégrales de Sugeno, et en Section 7 avec les fonctions
de croyance et les intégrales de Choquet.

2 Carré et cube

Le carré des oppositions traditionnel [27] est
construit a partir d’énoncés universellement et exis-
tentiellement quantifiés, de la maniere suivante. Consi-
dérons ’énoncé (A) de la forme “tous les P sont des
Q”, dont la négation est 1'énoncé (O) “au moins un P
n’est pas un Q”, ainsi que I’énoncé (E) “aucun P n’est
un @7, qui est clairement en une opposition plus forte
avec le premier énoncé (A). Ces trois énoncés, complé-
tés par la négation du dernier énoncé (E), c’est-a-dire
(I) “au moins un P est un Q”, peuvent étre disposés
sur un carré dont les sommets sont traditionnellement
dénotés par les lettres A, I (moitié affirmative) et E,
O (moitié negative), comme montré sur la Figure 1
(ot @ signifie “non Q).
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FI1GURE 1 — Carré des oppositions

Comme on peut le vérifier, des relations remar-
quables tiennent dans le carré :



- (i) A et O (resp. E et I) sont les négations de
Iautre élément de la paire;

- (ii) A implique I, et E implique O (on suppose
qu’il y a au moins un P afin d’éviter les problemes
d’“import existentiel”) ;

- (iii) A et E ne peuvent étre vrais ensemble, mais
peuvent éventuellement étre faux ensemble;;

- (iv) I et O ne peuvent étre faux ensemble, mais
peuvent éventuellement étre vrais ensemble.

Blanché [6, 7] remarqua que si on ajoutait deux
autres sommets U et Y définis respectivement comme
la disjonction de A et E, et comme la conjonction de I
et O, on obtient un hexagone AUEOYT qui comprend
3 carrés d’opposition, AEOI, YAUOQO, YEUI chacun
satisfaisant les quatre types de relation ci-dessus. Un
tel hexagone est obtenu chaque fois qu’on part de 3
situations mutuellement exclusives, telles que A, E, et
Y [15]. Ces hexagones présentent un intérét particu-
lier pour 'argumentation abstraite, les “rough sets” et
lanalyse formelle de concepts [1, 9] notamment. Ce-
pendant, nous les laissons en dehors du cadre de cette
étude, pour se concentrer sur une autre extension du
carré, a savoir le cube des oppositions.

En utilisant les notations de la logique du premier
ordre, et en changeant P en =P, et () en —() on ob-
tient un autre carré des oppositions aeoi similaire, o
on suppose aussi que ’ensemble des “non-P” est non-
vide. Les 8 énoncés, A, I, E, O, a, i, e, o peuvent étre
alors organisés en ce qui peut étre appelé un cube des
oppositions [15] comme en Figure 2. La face de devant
et la face de derriere du cube sont des carrés des op-
positions au sens traditionnel, ou les segments épais
sans fléche relient des contraires, les segments a lignes
doubles fines, sans fléche, des sous-contraires, les dia-
gonales en pointillés sans fléche des contradictoires, et
les lignes verticales avec une fléche vers le bas pointent
vers des subalternes, et expriment des implications.

a:Vr,-P(z) - -Q(x)

— —Q(z)

: da, P(z) A —Q(x)

FI1GURE 2 — Cube des oppositions des énoncés quanti-
fiés

—e :’YI,—'P(x) = Q(x)

: Jda, = P(z) A Q(z)

On suppose non seulement qu’il y a au moins un P
et au moins un non-P, mais aussi qu’il y a au moins un
Q@ et au moins un non-@Q. On peut vérifier alors que A
implique i, a implique I, e implique O, et E implique
0. On peut noter aussi que les sommets a et E, ainsi
que A et e ne peuvent pas étre vrais ensemble (e.g.,
en effet avoir a la fois A et e vrais contredirait que
Jz, -Q(x)), tandis que les sommets i et O, ainsi que I
et 0 ne peuvent pas étre faux ensemble. Enfin, notons
qu’il n’y a aucun lien logique entre A et a, E et e, 1
et i, ou O et o.

De maniere assez remarquable, on peut vérifier
que le groupe de transformations de Piaget I, N,
R, C [29] est & l'ceuvre dans les plans diago-
naux entre les deux faces latérales du cube de la
Figure 2. Les transformations de ce groupe s’ap-
pliquent a tout énoncé ®(p,q,---) et ont pour résul-

tats N(é(p7q7...)) = _\¢(p’q7..')7 R(¢(p7q7.'.)) =
CD(_‘pv g, )7 C(q)(pa q, - )) = _'(I)(_'pv g, )’ ol
P, q dénotent des littéraux, et I est 'identité. En effet,
onaa=R(A),o=N(a),o=C(a),et NoRoC =1.
Dans ces transformations, deux négations involutives
interviennent, une externe NV, et une interne R. Dans
le carré initial, la négation “interne” s’applique seule-
ment & @, tandis qu'une seconde négation “interne”
s’applique seulement a P, quand on passe du carré
au cube. Cela devient encore plus clair avec 'interpré-
tation relationnelle du cube présentée dans la section
suivante. Il est clair que la propriété d’involution de
la négation est cruciale pour obtenir les propriétés du
cube (ainsi que la propriété de contraposition de I'im-
plication).

3 Le cube relationnel

11 a été récemment remarqué [9] que toute relation
binaire R sur un produit cartésien X x Y (on peut
avoir Y = X)), composée avec un sous-ensemble, don-
nait naissance a un cube des oppositions. On suppose
R # 0. Soit zR = {y € Y | (v,y) € R}. R dé-
note la relation complémentaire (zRy ssi (z,y) € R),
et R' la relation transposée (zR'y si et seulement
si yRx); yR! est aussi dénoté de facon équivalente
Ry = {x € X | (z,y) € R}. De plus, on suppose
que Vz, TR # 0, ce qui signifie que la relation R est
sérielle, c’est-a~dire Vz, Jy t. q. (z,y) € R. De maniere
similaire R! est supposée sérielle, i.e., Yy, Ry # 0,
de méme pour sa R et sa transposée, on suppose
Ve, tR#Y et Vy, Ry # X.

Soit T un sous-ensemble de Y et T son complément.
On suppose T # () et T # Y. la composition est définie
de la fagon usuelle : R(T) = {z€ X | HeT,(z,t) €
R}. A partir de la relation R et du sous-ensemble T,
on peut définir les quatre sous-ensembles suivants de



X (et leurs compléments) :

R(T)={xe X|TNzR # 0} (1)
R(T)={zeX |zRC T} 2)
R(T)={z € X |T C xR} (3)
R(T)={ze X |TUzR # X} (4)

Ces quatre sous-ensembles et leurs compléments
forment un cube des oppositions remarquable (Fig.3).
On peut vérifier que les contreparties ensemblistes des
relations existant entre les énoncés logiques des som-
mets du cube de la Fig. 2 sont bien satisfaites :

i) les diagonales des faces de devant et de derriere
lient des compléments ;

i) R(T) gR( ), R(T)

C R(T), R(T) C R(T), et
R(T) € R(T) de méme que R(T) C R(T), R(T) C
R(T), R(T)CR(T), et R(T)CR(T) grace aux hypo-
theses de sérialité ; ces inclusions sont figurées par des
fleches sur la Fig. 3;

iii) R(T) N R(T) = (TYNR(T) = 0, R(T) N
R(T) =0, et R(T)NR(S) = 0; ces intersections vides
correspondent aux traits épais de la Fig. 3; de plus on
peut avoir R(T)U R(T) #Y, etc.;

iv) R(T )UR( ) X, R(T)UR(T) = X, R(T) U
R(T) = X, et R(T)U R( ) = X ; de plus on peut
avoir R(T) N R(T) # 0, etc.; ces unions “pleines” cor-
respondent aux doubles lignes fines de la Fig. 3.

Les conditions (iii)-(iv) tiennent grace a la sérialité.

I:R(

FI1GURE 3 — Cube induit par une relation R et un sous-
ensemble T’

La face de devant du cube correspond exactement
a une lecture de type logique modale du carré, ou R
est vue comme une relation d’accessibilité définie sur
X x X, et T comme ’ensemble des modeles d’une pro-
position p. En effet, dire que Op (resp. Op) est vrai
dans le monde x signifie que p est vrai dans tous les

(resp. dans au moins un) monde(s) possible(s) acces-

sible(s) & partir de x; ceci correspond & R(T) (resp.
R(T')) qui est ’ensemble des mondes ot Op (resp. Op)
est vrai. De plus, A implique I correspond a 'axiome
(D) de la logique modale, connu pour requérir la sé-
rialité de la relation d’accessibilité [8]. Construire une
logique modale incluant toutes les modalités apparais-
sant sur les sommets du cube entier fait sens en lo-
gique épistémique. On dispose alors de deux modalités
distinctes, une exprimant ce qui est connu au moins

(R(T)) et Pautre ce qui est connu au plus (R(T)) [10].
La conjonction de ces deux modalités permet d’expri-
mer “qu’on sait seulement que” [25]. Ces deux modali-
tés interviennent aussi quand on modélise & la fois des
croyances et des désirs [11].

En dehors de la sémantique des logiques modales, il
y a de nombreux formalismes en IA qui exploitent une
relation : notamment 'analyse formelle de concepts
[22], ou la relation représente un contexte formel R C
X x Y liant objets et leurs propriétés, les “rough sets”
[28] qui sont induits par une relation d’indiscernibi-
lité, ou l'argumentation abstraite basée sur une re-
lation d’attaque entre arguments [18]. Les concepts
formels sont définis par des paires (S,T) C X x Y
telles que R(T) = S et R(S) = T, qui correspondent
a Papplication de 'Eq. (3). Cependant, placer I’ana-
lyse formelle de concepts dans la perspective du cube,
conduit & considérer également les opérateurs définis
par les trois autres équations, ce qui s’avere fructueux
[15, 9, 16], e.g., 'Eq. (2) est & la base de la défini-
tion de sous-contextes indépendants [16]. Les approxi-
mations inférieures et supérieures qui constituent un
“rough set” sont définies a partir de la relation R sur
X x X au moyen des Eq. (1) et Eq. (2), o xR est
I’ensemble des éléments qui sont indiscernables de x
w.r.t. R; voir [9] pour une discussion préliminaire de
I'intérét de considérer également les autres équations
dans des cadres généralisant les “rough sets” au dela
du cas classique ou R est une relation d’équivalence.
En ce qui concerne 'argumentation abstraite, il est
avantageux de considérer le complément de la relation
d’attaque entre arguments, puisqu’alors la contrepar-
tie d'un concept formel est une extension stable, et que
les différents sous-ensembles d’arguments associés aux
sommets du cube sont dignes d’intérét [1].

4 Cube des indicateurs. Possibilité
tout-ou-rien

Une autre lecture simple, intéressante du cube, non
considérée juqu’a présent, n’est pas relationnelle, mais
est en termes d’indicateurs ensemblistes. Revenant au
cube de la Fig. 2, les sommets de la face de dessus



peuvent étre réécrits en termes d’intersections vides
d’ensembles d’objets A, B, ou de leurs compléments
A, B, tandis que la face du dessous correspond a des
intersections non vides. Voir Fig.4. Il est a noter qu’on
suppose ici que A # 0, A # 0, B # 0, et B # 0,
afin d’éviter la contrepartie des problemes d’“import
existentiel”, puisque maintenant les ensembles A et B
jouent des roles symétriques dans les expressions asso-

ciées aux sommets du cube.

:ANB =1
A B=10

0:ANB#)
I:AnB#() O:ANB#0

F1GURE 4 — Cube des oppositions des indicateurs de
comparaison

Il est & noter que les faces latérales du cube de la
Fig. 4 exhibent les quatre indicateurs de comparaison
de base existant entre deux ensembles A et B, & savoir
ce quils ont en commun de maniére positive (S =
AN B), ou négative (T = AN B), en quoi A differe de
B (U = ANB), et en quoi B differe de A (V = ANB).
Quand on compare deux sous-ensembles, considérant
qu’un indicateur ensembliste peut ou non étre vide, on
a 2% = 16 configurations qui sont résumées en Table
1.

configuration S = U = VvV = T =
ANB#0 | ANB#0 | AnNB#0 | AnNB#0
1 ANB#£0,AZB 1 1 1 T
BYZ A;AUB#U
2 ANB#0,AZ B; 1 1 1 0
BYZ A;AUuB=U

3 BCACU 1 1 0 1
4 B C A;A=U 1 1 0 0
5 ACBCU 1 0 1 1
6 ACB;B=U 1 0 1 0
7 A=BCU 1 0 0 1
8 A=B=U 1 0 0 0
9 ANB=0;AUB #U 0 1 1 1
10 ANB=0;AUB=U 0 1 1 0
11 A CU; B =0, 0 1 0 1
12 A=U;B =10 0 1 0 0
13 A=0;BClU 0 0 1 1
14 A=0;B=U 0 0 1 0
15 A=B=0;U#0 0 0 0 1
16 A=B=0=U 0 0 0 0

TABLE 1 — Configurations respectives de deux sous-
ensembles

Comme on peut le voir sur la Table 1, les lignes 1 et 2
correspondent a des situations de chevauchement sans
inclusion, avec couverture du référentiel (AU B = U)
ou non. Les lignes 3, 4, 5 et 6 correspondent a des

situations d’inclusion, avec couverture du référentiel
ou non. Les lignes 7 et 8 correspondent a des situa-
tions d’égalité, avec couverture du référentiel ou non.
Les lignes 9 et 10 correspondent a des situations de
non chevauchement, avec couverture du référentiel ou
non. Les 6 dernieres lignes correspondent a des situa-
tions pathologiques ou A ou B sont vides, avec couver-
ture du référentiel ou non. Ceci montre que les quatre
indicateurs de la Table 1 sont conjointement néces-
saires pour décrire toutes les situations possibles re-
latives aux positions possibles de deux sous-ensembles
A et B, qui peuvent étre vides, dans un référentiel U.
De plus on peut vérifier les propriétés suivantes sur la
Table 1 :

-SUTUUUV =U.

Cela signifie que les 4 ensembles ne peuvent étre
simultanément vides, sauf si le référentiel U est vide
ce qui est le cas en ligne 16 de la Table 1.

- Sous les condtions A # (0, B# 0, A# U, B#U,
on a

si ANB =0 ou ANB = (), alors ANB # () et ANB # 0.

Cela correspond aux lignes 1, 2, 3, 5, 7, 9, 10 de la
Table 1. Cela correspond aussi aux 5 configurations
possibles de deux sous-ensembles non-vides A et B
(lignes 1, 3, 5, 7, 9), identifiées pour premiére fois par
Gergonne [23, 21] dans sa discussion des syllogismes,
plus les deux configurations (lignes 2, 10) on AUB = U
(mais ot A # U, B #U).

Un mérite du cube de la Fig. 4 est qu’il rend
évident que le cube des oppositions est compatible
avec une version tout-ou-rien de la théorie des pos-
sibilités, comme déja remarqué d’une autre maniere
dans [15]. En effet, soit B = E (E # 0, E # U) un
sous-ensemble qui représente 'information disponible,
c’est-a-dire qu’on sait que le monde réel est dans E. Si
on considere un événement A, les sommets A, I, a et i
correspondent respectivement exactement & N(A) =1
(défini par N(A) =1si A C E, et N(A) = 0 sinon),
II(A) = 1 (défini par TI(A) = 1 si ANE # 0, et
II(A) = 0 sinon), A(A) = 1 (défini par A(A) = 1
si E C A, et A(A) = 0 sinon), V(A) = 1 (défini
par V(A) = 1si AUE # U, et V(A) = 0 sinon),
ou N, II, A, et V sont respectivement la nécessité
forte, la possibilité faible, la possibilité forte, et la
nécessité faible. De plus la propriété suivante tient :
max(N(A),A(A)) < min(II(A4), V) qui exprime que si
un événement est fortement nécessaire ou fortement
possible, il doit étre a la fois faiblement possible et
faiblement nécessaire.



5 Le cube graduel et la théorie des possi-
bilités

Certaines notions sont naturellement une question
de degré comme l'incertitude, la similarité, la satisfac-
tion, ou le niveau d’attaque en argumentation. Dans
les sections précédentes, tout était binaire dans le
carré et dans le cube des oppositions. Mais cela fait
sens d’avoir des modalités graduées, que la théorie
des possibilités soit graduelle, et plus générallement
d’avoir des relations graduées ou des sous-ensembles
flous dans les constructions précédentes du cube. Cela
permettrait aussi d’englober des extensions graduelles
de la théorie des “rough sets”, de l'analyse formelle
de concepts (comme, e.g., celle proposée dans [3]), ou
de largumentation abstraite [19]. Dans ce qui suit,
on définit une extension graduelle du cube des oppo-
sitions, et indiquons ensuite comment elle s’applique
a la théorie des possibilités graduelles, mais aussi a
d’autres cadres graduels comme l'agrégation multi-
critere et a l'intégrale de Sugeno d’une part, et aux
fonctions de croyance de Shafer d’autre part, laissant
pour des études détaillées futures les autres extensions
graduelles mentionnées ci-dessus.

Les extensions graduelles du cube doivent satisfaire
une version multi-valuée des contraintes (i)-(iv) du
carré des oppositions (voir Section 2) pour les faces de
devant et de derriere, ainsi que des contraintes d’im-
plication des faces latérales, des contraintes exclusion
mutuelle de la face de dessus, et des contraintes duales
de la face de dessous. Soient «, ¢, €, 0, et o', V/, €, o
les degrés dans [0, 1] associés respectivement aux som-
mets A, I, E, O et a, i, e, 0. Etant donné une né-
gation involutive n, une conjonction symétrique *, et
interprétant I'implication en logique multi-valente par
I'inégalité < (la conclusion est au moins aussi vraie que
la prémisse), les contraintes pour les faces de devant
et de derriere du cube s’écrivent alors

(i) a=n(0), e=n() et &/ =n(o) et € =n();

(i) a <, e<oet o/ <V, € <o

(iii) axe=0et o' x€ =0;

(iv) n(t) xn(o) =0 et n(t') xn(o") = 0.

Les contraintes associées aux faces latérales

(V) a</,d' <irete <o,e<0;
et pour les faces de dessus et de dessous, on a :

(vi) &/ xe=0, a*xe =0;

(vii) n(/) *n(o) =0, n(¢) xn(o’) = 0.

Le choix standard pour une négation involutive est
n(y) = 1 — ~. Plusieurs choix peuvent étre considé-
rés pour 'opérateur de conjonction *. Deux choix pré-
sentant un intérét particulier sont * = min, tel que
min(y,d) = 0 ssi v = 0 ou 6 = 0, et la conjonc-
tion de Lukasiewicz x = max(0,- + - — 1), telle que
max(0,7+3Jd —1) =0 ssi v < n(J) ssi min(y,d) <0.5.

Notons que si * est la conjonction de Lukasiewicz,
alors les conditions (vi-vii) du dessus et du dessous
sont équivalentes a celles des faces latérales (v). En
effet, de o/ xe = 0, on obtient o’ xn(r) = 0 qui tient ssi
o' < 1. Les autres conditions s’obtiennent de maniere
similaire. Des résultats plus faibles peuvent étre établis
pour * = min : les conditions (v) sont plus faibles que
les conditions (vi-vii). En effet, min(a/, €) = 0 implique
o' = 0 oue =0, et par conséquent o/ < ¢ = n(e).
D’autre part, o’ peut étre plus petit ou égal & ¢ avec
aF#0et#1.

Un tel cube graduel peut recevoir différentes ins-
tanciations. Une est en termes de théorie des pos-
sibilités (graduelles) [14], comme indiqué briévement
ci-dessous. Considérons une distribution de possibi-
lités normalisée m : Q — [0,1], qui est aussi telle
que 1 — 7 est normalisée (i.e., Jw € Q,7w(w) = 0),
soit A(A) = minge 4 m(w) la quantité possibilité forte
d’une proposition dont A est I’ensemble des modeles,
et soit V(4) = 1 — A(A) sa conjuguée. On peut
instancier le carré des oppositions graduel en posant

o = A(A), € = A(A), / =V(A), o = V(A). Grace
a la dualité entre ¢/, o’ on a un carré des oppositions
pour * = min, et n(y) = 1 —~. En particulier, puisque
A(A) < TI(A) et V(A) < N(A), les contraintes des
faces latérales tiennent sous la forme (v).

I:1I(A)

FIGURE 5 — Cube des oppositions en théorie des pos-
sibilités

En accord avec la logique épistémique, on peut ex-
primer qu’au moins C est s{ir & un certain degré (i.e.,
tous les éléments en dehors de C sont quelque peu
impossibles), ce qui est représenté par la contrainte
N(C) > v > 0; et qu'aucun énoncé plus précis que
D n’est stir (i.e., tous les éléments dans D sont pos-
sibles & un certain degré), ce qui est représenté par
la contrainte A(D) > § > 0. Notons que N,(C) =
A;1_(C); cependant les quantités N, (A) et A, (A)
sont completement indépendantes 'une de I'autre.



6 Agrégations pondérées. Intégrales de
Sugeno

Comme dit dans la partie précédente, la satisfac-
tion est généralement une question de degrés. C’est
le cas par exemple pour l'agrégation multicriteres ou
des objets sont évalués par rapport a des criteres
i €{1,--- ,n}. L’évaluation d’un objet f par rapport,
a un critére i est notée f; et 'objet est représenté par
le vecteur f = (f1, -, fi,-, fn). On suppose que
Vi, fi € [0,1]. f; = 1 signifie que l'objet satisfait plei-
nement le critere ¢, tandis que f; = 0 exprime une
totale absence de satisfaction. Soit m; € [0, 1] le niveau
d’importance du critere ¢. Plus m; est grand plus le
critere est important. De plus on suppose la double
normalisation 3, m; = 1, et 35, 7; = 0.

[

Le minimum pondéré et le maximum pondéré sont
des opérateurs d’agrégation qualitatifs simples [13]. Le
premier mesure a quel niveau les criteres importants
sont satisfaits et correspond a l’expression /\?:1 T =
fi, tandis que le second \/!_, m; A f; est optimiste et
demande seulement que au moins un critere important
soit fortement satisfait. Ces opérateurs d’agrégation
correspondent aux sommets A et I du cube de la Fig.
6.

La condition (i) de la face de devant entraine s =
t = (1 —s)Vtquiest la forte implication associée
a A = min. On peut montrer facilement que le cube
de la Fig. 6 est juste la contrepartie multi valuée du
cube initial de la Fig. 2. La valewr de MIN,(f) =
N, mi = fi est d’autant plus grande que tous les cri-
teres importants sont beaucoup satisfaits. L’opérateur
MINZ(f) = Ni_,(1—m;) = (1— f;) tolere de faibles
évaluations (1— f; est grand) quand les critéres ont une
importance faible. Les agrégations de la face de devant
du cube de la Fig. 6 sont des évaluations positives qui
se focalisent sur les criteres importants fortement sa-
tisfaits, tandis que les agrégations de la face de derriere
sont négatives car elles prennent en compte 1’absence
de dissatisfactions pour les critéeres importants. Ceux
sont deux points de vue complémentaires récemment
proposés pour l'agrégation multi-critéres [17]. Le cube
de la Fig. 6 satisfait toutes les propriétés (i-vii) du
cube des oppositions gradué if * = max(0,-+-—1) est
la conjonction de Lukasiewicz.

Les intégrales de Sugeno [31] [24] constituent une
importante famille d’opérateurs d’agrégation qualita-
tifs qui inclut les minimum et maximum pondérés
comme cas particuliers, et ou les sous-ensembles de
criteres peuvent étre pondérés (et pas seulement les
critéres) pour exprimer les synergies au sein de ces
sous-ensembles. L’intégrale de Sugeno est définie par :

ﬁy(f) =Vace7(A) ANieafi

a: A\,

: V?:1(1 -

: \/:L:1 m; N\ fi'

P Vie (L =m) A f;

: \/?:1 Uy A (1 — fz)
FIGURE 6 — Cube des agrégations pondérées qualita-
tives

ou le niveau d’importance des sous-ensembles de cri-
teres A est représenté par une fonction d’ensemble, ap-
pelée capacité, qui est une application v : 2¢ — L telle
quey(0) =0,v(C) =1,et si A C Balors v(A) < v(B).
Les mesures de possibilité II, ou les mesures de néces-
sité N sont des exemples de capacités. Notons que si
f est la fonction caractéristique de ’ensemble F' C C,
alors ¢ (f) =~(F).

L’implication de A vers I dans le cube de la Fig.
5, qui exprime que N(A) < TI(A) pour tout A, re-
flete le fait que N donne une évaluation pessimiste,
tandis que II(A) est une évaluation optimiste. Afin
de généraliser cette situation a toute capacité -y, on
a besoin d’introduire la partie pessimiste ~y, et la par-
tie optimiste v* de 7. Pour cela on a besoin de dé-
finir la conjuguée v¢(A) d’une capacité v, i.e. la ca-
pacité v¢(A) = 1 — y(A),VA C C, ot A est le com-
plémentaire du sous-ensemble A. En raison de la dua-
lité¢ N(A) =1 —TI(A), N et II sont conjuguées I'une
de Vautre. Alors, soit 7,(A4) = min(y(A4),7°(A)) et
7*(A) = max(v(A4),7°(4)). On a 7,(A4) < v*(A). No-
tons que v« (A4) = 1—~*(A) (7« et v* sont conjuguées).
On peut alors construire la face de devant du cube de
la Fig. 7, ol 7, est utilisée sur les sommets A et E, tan-
dis que ~* apparait sur les sommets I et O. On peut
montrer que cette face satisfait toutes les propriétés
(i)-(iv) d’un carré des oppositions avec la conjonction
de Lukasiewicz * = max(0,- 4+ - — 1).

Le face de derriere du cube de la Fig. 7 est obte-
nue en changeant l'intégrale fv en une désintégrale
(17) $:(f) = ¢,_,.(1 — f), ol v est appelée une
anti-capacité, car c’est une fonction d’ensemble dé-
croissante (alors 1 — v° est une capacité, ot v°(A) =
1 — v(A)). Etant donnée une capacité pessimiste 7,
Panti capacité associée v est définie par v(A) =
~(A) a partir du complément pessimiste de la capa-
cité 7, lui méme défini de la maniére suivante. Tout



d’abord rappelons ce qu’est la transformée de Moe-
bius qualitative 74 d’une capacité v : y(E) = v(E)
si 7(E) > maxpcpy(B) et 14(E) = 0 sinon. Alors
v(A) = maxpcav(E) (c’est la contrepartie quali-
tative de la définition des fonctions de croyance a
partir de la fonction de masse). On peut alors défi-
nir la complémentaire 7, de v; par 7, (E) = %(E)
pour tout E. A partir de la compléméntaire on définit
F(A) = maxpca¥y(E) = maxgc 4 v:(E), ceci rend

évident que F(A) généralise A(A) de la théorie des

possibilités (en effet 7(A4) = maxacgy(E)). Alors
$,() =4, 0-f)=¢0 - f) car 1 —v9(4) =
v(A) =7(A).

Lorsque 7 est une mesure de nécessité, v(A) devient
A(A) = N1_-(A). Les désintégrales généralisent 1'opé-
rateur qualitatif MIN]9 qui se focalisent sur les dis-
satisfactions des objets lors du processus d’évaluation.
Il est alors possible de vérifier que toutes les proprié-
tés (i)-(vil) du cube des oppositions gradué pour la
conjonction de Lukasiewicz * = max(0,-+ - — 1) sont
satisfaites dans le cube de la Fig. 7, qui généralise le
cube Fig. 6.

a:fﬁ*(l_f)

1: 4 .(f) O:¢.(1-f)

FIGURE 7 — Cube des oppositions induit par une inté-
grale de Sugeno

7 Cube des oppositions des fonctions de
croyance

Dans la théorie de 1'évidence de Shafer [30], une
fonction de croyance et sa duale la fonction de plausi-
bilité sont définies & partir d’'une fonction de masse
m : Bel,(A) = Y pcam(E) pour A C U. et
Pl (A) = 1= Beln(A) = 3 g azg m(E). On suppose
que m(0) =0 et Y m(E) = 1. La fonction de masse
complémentaire 7 est définie par : m(E) = m(E) [12].
La condition de normalisation m(f}) = 0 impose que
m(U) = 0. La fonction de communalité @ et sa dualité
O sont définies par Q. (A) = 3 4 p m(E) = Belm(A)
et O (A) = Ygrasgm(E) =1 = Qu(4) = Plz(A).
Il est facile de vérifier que la transformation m — m

revient a la transformation 7 — 1—m dans le cas d’élé-
ments focaux emboités (i.e. les ensembles E tels que
m(E) > 0). Cela montre que la théorie des possibilités
et le cube Fig. 8 sont la contrepartie du cube Fig. 5. De
plus, les fonctions de croyance s’étendent a des fonc-
tions caractéristiques d’ensembles flous sous la forme
Bel,,(A) =3 pm(E)-min,ep pa(u), ce qui est un cas
particulier de I'intégrale de Choquet, comme la neces-
sité d’un éveénement flou MIN,(f) est un cas particu-
lier de l'intégrale de Sugeno. 1l est évident que dans le
cube Fig. 8, les fonctions d’ensemble s’étendent a des
évenements flous, et que plus généralement on peut
considérer son extension aux intégrales de Choquet.

a:Qn(A)

e : Qm(A)

O : Pl,(4)
FiGURE 8 — Cube des oppositions des fonctions de
croyance

8 Conclusion

Nous avons vu que le cube des oppositions fait sens
pour une grande variété de situations incluant des
cadres qualitatifs graduels et des cadres quantitatifs
de modélisation. Les 4 entités associées aux faces laté-
rales du cube ne sont que faiblement liées entre elles
et sont toutes nécessaires pour décrire ou évaluer com-
pletement une situation. L’existence de la face de der-
riere complémente sur un mode renversé ce qui qui
est a I'ceuvre dans le carré des oppositions de devant.
Prendre conscience de l'existence d’un cube des op-
positions pour un cadre de modélisation donné, peut
aider a introduire de nouvelles notions utiles de fagon
a avoir un cube complet. Le cube des oppositions peut
aussi aider a faire de fructueux paralleles entre des
théories, ou a les hybrider. L’auto-dualité des probabi-
lités (Prob(A) = 1 — P(A)) empéche leur association
avec un carré et un cube des oppositions non dégé-
nérés; la possibilité de I'introduction des probabilités
supérieures et inférieures générales (au dela des fonc-
tions de croyance) dans un cube d’opposition reste a
étudier.
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